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Let’s	
  solve	
  a	
  one	
  dimensional	
  example:	
  
Solve	
  it	
  by	
  separa@on	
  of	
  variables:	
  
Remember,	
  D	
  is	
  posi@ve.	
  

Let	
  Bz(x,t)	
  =	
  X(x)T(t).	
  
	
  
The	
  solu@on	
  is:	
  	
  

	
  

The	
  separa@on	
  constant,	
  K,	
  must	
  be	
  nega@ve	
  to	
  avoid	
  exponen@al	
  blow-­‐up.	
  
Thus,	
  solu@ons	
  with	
  a	
  simple	
  exponen@al	
  @me	
  dependence	
  have	
  an	
  oscillatory	
  
spa@al	
  dependence.	
  	
  	
  
How	
  do	
  we	
  deal	
  with	
  other	
  spa@al	
  dependence?	
  	
  Use	
  Fourier	
  decomposi@on.	
  

We	
  could	
  s@ck	
  with	
  sin()	
  and	
  cos(),	
  but,	
  since	
  we	
  are	
  already	
  wri@ng	
  the	
  oscillatory	
  
behavior	
  as	
  exponen@als	
  (	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ),	
  it’s	
  simpler	
  to	
  write	
  the	
  Fourier	
  
decomposi@on	
  that	
  way	
  as	
  well.	
  	
  Given	
  a	
  func@on,	
  F(x):	
  

The	
  Fourier	
  decomposi@on	
  is:	
  

F(x)	
  can	
  be	
  recons@tuted:	
  

z	
  

x	
  

Bz(x,t)	
  
!!
D
∂2Bz

∂x2
=
∂Bz

∂t

!!

X(x)= X0e
± Kx

T (t)=T0e
KDt

 !!!F(k)= F(x)e− ikx dx−∞
∞
∫

 !!
!F(x)= 1

2π
!F(k)eikx dk−∞

∞
∫

k	
  is	
  the	
  wave	
  number,	
  2π/λ.	
  

!!
1
X
d2X
dx2

= K = 1
DT

dT
dt

!!eiθ = cosθ + isinθ



Physics	
  435	
   254	
  Fall	
  2013	
  

Example:	
  
Suppose	
  that	
  at	
  t	
  =	
  0,	
  	
  

	
  
Φ	
  is	
  the	
  total	
  magne@c	
  flux,	
  because	
  

	
  
The	
  magne@c	
  field	
  has	
  a	
  Gaussian	
  shape:	
  

w	
  is	
  the	
  width	
  (more	
  precisely,	
  the	
  second	
  	
  
moment).	
  	
  We’ll	
  see	
  that	
  as	
  @me	
  progresses	
  	
  
the	
  field	
  will	
  spread	
  out:	
  w	
  will	
  increase..	
  

	
  

The	
  procedure:	
  
Fourier	
  decompose	
  Bz(x,0).	
  	
  Each	
  Fourier	
  component	
  has	
  a	
  well	
  defined	
  exponen@al	
  
@me	
  dependence.	
  	
  We	
  can	
  determine	
  Bz(x,t)	
  by	
  pu[ng	
  the	
  @me	
  evolved	
  
components	
  back	
  together	
  at	
  that	
  @me.	
  

This	
  is	
  a	
  standard	
  technique	
  for	
  evolving	
  from	
  complex	
  ini@al	
  condi@ons.	
  

!!
Bz(x,0)! =

Φ

w 2π
e
− x2

2w2

!!

1

w 2π
e
− x2

2w2 dx
−∞

∞

∫ =1 Bz	
  

x	
  
±w	
  

x	
  

Bz	
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In	
  our	
  case,	
  at	
  t	
  =	
  0:	
  

	
  

	
  
This	
  was	
  evaluated	
  by	
  comple@ng	
  the	
  square	
  in	
  the	
  exponent	
  and	
  knowing	
  that	
  

	
   	
  You	
  need	
  Math	
  446	
  or	
  448	
  (complex	
  variables)	
  for	
  this.	
  

	
  
Each	
  Fourier	
  mode	
  has	
  @me	
  dependence	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  so:	
  

	
   	
  where	
  

This	
  is	
  exactly	
  the	
  same	
  func@onal	
  form	
  as	
  at	
  t	
  =	
  0,	
  with	
  a	
  @me	
  dependent	
  w’.	
  	
  	
  

Thus:	
  
	
  
The	
  field	
  retains	
  its	
  Gaussian	
  shape,	
  but	
  spreads	
  out:	
  

For	
  large	
  t	
  (	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ):	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  The	
  width	
  is	
  propor@onal	
  to	
  √t.	
  

This	
  is	
  typical	
  diffusion	
  behavior.	
  

	
  

	
  	
  

 !!
!Bz(k ,0)=

Φ

w 2π
e
− x2

2w2e− ikx dx
−∞

∞

∫ = e− k2w2
2 Φ -­‐k2	
  =	
  K,	
  the	
  separa@on	
  constant	
  

!!

1

w 2π
e
− 1

2w2
(x+ikw)2

dx
−∞

∞

∫ =1

!!e−k2Dt

 !!!B(k ,t)=Φe
− k2w2

2 e−k2Dt =Φe− k2
2
(w2+2Dt ) ≡Φe− k2w'2

2 !!w'2 ≡w2 +2Dt

!!
Bz(x,t)=

Φ

w' 2π
e
− x2

2w'2

!!w'≡ w2 +2Dt

 !!2Dt≫w2 !!w'≈ 2Dt
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Numerical	
  es@mates:	
  	
  

The	
  dimensions	
  of	
  K	
  are	
  1/m2.	
  
	
   	
  D	
  are	
  m2/s.	
  

In	
  a	
  typical	
  metal	
  (copper)	
  σ	
  =	
  6×107	
  Ohm-­‐1	
  m-­‐1.	
  
	
   	
  D	
  =	
  0.013	
  m2/s.	
  

The	
  √t	
  @me	
  dependence	
  means	
  that	
  the	
  spreading	
  is	
  ini@ally	
  rapid,	
  but	
  then	
  slows	
  
down	
  drama@cally.	
  

	
  

	
  

	
  
	
   	
  This	
  is	
  less	
  than	
  the	
  size	
  of	
  the	
  Sun.	
  

The	
  Sun’s	
  diffusion	
  constant	
  (near	
  the	
  surface)	
  is	
  actually	
  quite	
  a	
  bit	
  larger,	
  	
  
DSun	
  ~	
  200	
  km2/s,	
  so	
  the	
  @me	
  to	
  diffuse	
  106	
  km	
  is	
  only	
  ~	
  1010	
  sec	
  ~	
  103	
  years.	
  

The	
  Sun	
  and	
  the	
  Earth	
  both	
  have	
  dynamos	
  that	
  maintain	
  the	
  B	
  fields.	
  

	
  
	
  

	
  	
  

 !!

For!1!ns:! Dt ∼ 3.6!µm
For!1!sec: 0.13!m
For!1!year: 100!m
For!1010 !year: 60,000!km


